
��������	
�
�
� ������
�� �

��� �����

��������
���
��

���� �� ��	
� ��� ������� �� ����� ������

������ �� ��	
����
�	 �� �������� ��
�����
��� ������ ��
����
�� �� ��������� �����
�������� 	�
��� �	�
����������������


��������� �� �������  ������ ��� ��
���� ���� ���
�
!
�	 ���������
�
	
�� ����" ��������
!�
�� ����
�	  #�����������$ ������% ��
� ��� 
�����
�
�� 
� �����
���� �� ��� ������
�� ��  ������ #���$ ���
�����
�
��  ��	���
�� 
� ��� ����� �� ��� ������" ����	� ����� ���� ����
�	
��� ����� �� �&����� 
� ���" ����% ��� ������ �� �� ���'����� �� ������
����
��� �
����� �
��  �������� �������� �� ��������� �����% (��
�	��
��� 	������� ��������� ��������
!�� �
	
�� ����" ��������� 
%�%
������ 
�����
�	 
���	�� �������� ����
��� �
�� ��� ���% �� ����
���� ��� �� ��
��� ��	��� ����" ��������
!�
��� ���	����
�	 � ��� 
�
�� ��� �� �
�� �
	� 	�����
��� ���� ��� ��������
!�� �
	
�� ����"
��������%

����� 
� ��� ����
��� ���� ���
�
!
�	 ��������� ����" ��������
!�
��
�	��
���� ��
�� ��� ������	�� 
� �
��� �
�� )����
�	 �� � �������
�	
����� �����
��*� ��� 
� ��+�
��� �� �&����� �� ����
��� ���������
	������� 
� ������� ��������
�� ������% ����  ������� �����	� 
�
���� ��� �����  ����������� ������� ����� �� ��
�� ���������� ��
 ����������� ������ 
� ��
�� ��� ������ )����* �� 
� ��� ����� ��
��� ����	� ���� �
�� ���% ��� ���� ����� �
	
�� ����" ��������
! 
�
�� �	��
��� �����
�	 
�  �
�
�� ����������� ����� ������	�� 
�
�&������ �&������
� �
��% (�� �	��
��� ������	�� )������
�
��
����*

� �
��� �
��%

� �������	�
��

���	� ��	
�������� �� � ���� ��������� ���� � ����������� �������� �
�
���� �������� �� ����������� ����� ������� ���� ���� �� ��	
�������� �� 	��	�
��	
�������� �� � ���� �����!
����"��� �� �������� ���� ��� ��##���! �
��� $�
�
�� ����� ���� �� ������� � �������! 	��	� ��	
�������� ��	
���� ��
�� 
�!
�� �����%�������� � ����%���������! ��!����
� ����� �� ����� ��	
�����%
��� �	� ���� � ��������� ��!����
� ������� ��	
�������� �� ���� ���� ��
��	���� � 	�����! �
� �&��	� �� �
� #������ #����	� �� ������ �����

'� 	������ � ������ � "
�	
 �
� ���� �(�	��� � ��	�%���# �� ��!������
��	����! � 	���� )#����* �� )��	�* �� )����*� '� "��� ��� �
� )����* ������

� ,�� �� ��� ���" �� ���� ��
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�
��� ������� ��
����
��% ��
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� ����� �� ���� 	���� �� �� 	������ "��
 )#���� ��	
��������* �� )	��	�
��	��*� +
���� �
� ���� ������� �� �� ����� �� ��! �� �
� "����%	��� �(�	����%
���� ��� ��������! ��������� �!������� �
� �
� ������ ��	����� � � �����
������� �� 	�����	 �%���������! �������� � "
�	
 ��!����
�� ��� ���������� ��%
	
��������* , �
� ��
�� 
��� �
���� �
� #���� ������� ��!�
 �� � �
� �����
�� �
� 	�����	���� ��%��%�� ������ �
� �
� #������ ��	���� �!����! �
����%	������ �� � )�#�	���* ����� ���! �
� ������� 	���� ����� ��	������

�
� ��!���� 	��	� ��	
�������� #������ �� �� ����� �
�� ��������� ��� �
�
	����	� ���� 
��� �
� ���� ����� �� �
� ���� 	����� -	�
���� ����. �� �� ��!
�� ���!
 ���� ����� 	����	�� �
�� "��� 	����� �� 
��� �
� ���� ����� ��
�� �	����� �� �� �� �����"�! ��	
 �����

�
� ���� �� �#������ �� �
� �	
��� #��#���� � �
�� #�#�� �� �� ��������� ��
����� ���� ��������� 	������ � �
� ��!���� 	��	��� �
��� ����� � ����� ��
����� -�� ���	�.� "
�	
 ������ �
� ���� ��� ��������! ��������� 	�������
��� Δ, ��� 	����	� ���� 
��� �����	�� ���"� � � �!���� ��!���� 	��	� �����
�� Δ ����� �!�� /���� � �
�� !����� ������ � ��	���� �� ���� �� ����� ���

�" �� ������ ��� ��	�� ��!���� 	��	�� �� ��	
 ����� �� �
� �"� ���� ��	����
��������� 	������ ����	�� �
�" 	���	����� ��!���� 	��	� ������ �
� �
�
��� �	������ ��� ��!���� 	��	� �� ���������� � �" 	������ ����	� � �
��
�#����� ��!���� 	��	� ������ $� �
� ��!���� 	��	�� ��� �� ��	
������� �
� �"
	������ ����	� �� ���������� "��
 �
� )����* ������ �
� ��!����
� 	����!��
"��
� 3 · Δ ������ '� ��� )	��	�*�� )��!���� 	��	�* ����	
�!������

������� ��	
� '� #����� � ����%���������! ��������� 	��	� ��	
��������
��!����
� �
�� ������� �
�� 	���� ����� ��� ��	����� ��	
������� -�����%
��������. �� � �
� ����� �� �
� �����!� ����� �#���� �
� 	��	�� #��!����
�� ����%���� ����� �
��� "
� �
� 	��	�� ��� ��	
������� �%�#��� �� #����%
�� ��������� ������� �
� 	��	�� ��� �		������� �������� ����%������ 0����"�!
������� ��������� �� "��
 �%!��! ��������� ������� �
� 	��	�� "��� ��	
��%
��� "��
� � 1��� ���� �� "��� #��!���� �� ����%���� ����� ���
��!
 �
� �	����
	��	�%�����! ������ "��� �� �� ����	��� 	��������� �� ����%����� 2�� �##��%
	����� �������! �
� ��	
�������� �� 	��	�� �� �� ������ ������� �
� �(�	�
����%���� ���� -��� 3456.� $ ��	
 �##��	������ �!����! � � 	���� 	��	�
�����! �� ��7	��� �� ��! �� �
� 	��	�� #��!���� "��
� � ����� �����#� ��
�� ����%���� �������� ���	� ��	
�������� � � ������� ����� 
�� ������� ���
������ �� )��!���� 	��	� ��	
��������* -34�8�49�4:6. �� )��	
�������� ��
#
���%	��	��* -3446.� � "
�	
 �
� !��� �� �� �!��� � 	��������� �	������!
	������ ����	����� "��
 �
� ������ �
� 	����!�	� ���� � �
��� #�#��� �� ��
������ "
����� � ��� ������� �� �� ������

�
� ��������� ���������� �� ��������! #������ ��������� ������ #����
� �#�	��� 	
����!� ��� ����!�! ����%���������! ����������� ��!����
�� ��� ��
�
� 	�#������� �� ����	���� ���� �� 
��#�� ������������� �
�� ��7	���� ��� ��

� ��� 678 ��� ����  ���� ���
�
!
�	 ��������� ����" ��������
!�
�� �	��
���� ��
��
�&������ �� ��� ��  ���� ���
�
!
�	 ��������� ����� ��������
!�
�� ��
�
�
��%

� 0�� ��� �	������ ���� ��� �� ��� ��� ����� ����� 
�  ���� ������� ��
�� ���	
������� ����"�%
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���	���� �� �
� ���������� ��" ��!����
�� �������� �� ���
 ����� ������ -���
3;6 ��� � �
��� �����".� �
� ��!���� 	��	� ��	
�������� ��!����
�� � 3<6 ���� ��
�
� ���� �� ��� ��"���!�� �
� 1��� ����%���������! ��!����
�� �
�� ��� �������
�� ��������� ������� �
� ��������� ��!����
�� #������� � 3<6� �#�����! �
�
� ���� ����� �� � �
� 	����� #�#��� 	����!�� � �(#�	��� �(#������ �����

$ 3=6 "� 
��� #��������� #������� � ����%���������! ��������� 	��	� ��%
	
�������� ��!����
�� "
�	
 	����!�� � ����� ���� �� ���� �� ������
� ��	
����� ������� �
�� ��!����
� �(�	���� � ��# �� � #���� ��	
��%
������ #�������� "��
 �������� �
�� ����" �� �(�	��� ��������� �!������ �
���"��� �
� ������� #������� � �
� 	����� #�#�� ��� ������� �
�� �
�
-��	
������� ��	�����. ����� ��� � �
� ����� �� �
� �����!� ����� �#��� ��
���� 	����!�� � ����� ����� $ 356 �� 3>6 �"� #���� ��	
�������� #��	������
��� #������� �
�� �� �� ������ �� ���� �� #���� ��	
�������� ��	
 �� 	��%
�� ������ ,� �� �����!�	���� ��#���� �� �
� ��
�� �������� � ����%���������!
/������ �!������ ��!����
� ������#�� � 3:6� /��
 �
��� #���� ��	
�����%
��� ��!����
�� ��� 	��#��	���� �� 
��� 	��#��	���� #������ "
��� �
� 	��%
��� ������� �� �	
����� � � ���������� �����!
����"��� ���� �� ��� #�����
��� ���#���� ��� �� �
� �������� ���#��	��� �� �
� ��!����
�� ������ ����1	����
���
���� �� "��� ���� � 34;6� 	� �� ���� �� �	����� �
� 	�1��	� � �
�
	����	���� �� �
� #��#���� ��!����
�� � ��������� ������!� �� �
� 	�����
������� �� �
�� �� 	� �� ��#������� "��
��� �
� ��� �� ��	�� #
���	�� ������
�� �
� �����

� ����

'� 	������ � ����� 	��	��� ��"��� �� n ����� ��� �
� ���� ��� ������� ��

��� �		��� �� � )!����� ���� ������* �
�� #������� )�����* "��
 ��!���� ���������
�
� 	�����	���� ��"��� �� ��� �
� ���� ��� �� �����	� �� ������ �������
��������� "
�	
 ��!
� ��������� ����� �
� ������ � � ��������� ������ �
�
��!����
� ��������� � #������ ���	���� f < n

4 , �� ������ ��������� �����
'� ��� �
�� � ��� �� ��������� �� �� ���� �� �����" �
� �����	��� ��!����
�

�� ������������ ��
��"���� �
��� � ��� �
�� 
�� 	���
�� �� �(#����	�� ����
��
�� ����� �
�� ���� �� ����" �� �� �(�	��� �����" �
� ��!����
� �� �����	����
�� 	�������� ��������� , ��� �� �� ���� �� ��
��� ����	������� � �%���������
��� "��� �
������� �� 	����� ����������

'� ������ �
�� �
� ��"��� 
�� ������ ���� � �����!� �������� "
� ��
��
���� 	�
������� ����� ��� �����	��� �� ��� �
��� �����!�� ����������� ��%
��� �
� �������� �� � ���� ���� �
� !����� ���� ������� '� ������ �
�� �����!�
�������� �� �
� #��	����! ������� 	� �� 	��#����� ���"�� �"� 	���	�����
!����� ������ 2��� �#�	�1	����� �
� ���� �������� ��� �����!� �������� �� ���%
��!� #��	����! �� 	����� � ���	� �� "� ������ �
�� �
� ���� ������� ���"��
!����� ����� �� !������ �
� �� � �
� ����� �� ��	
 � �����

�� ����� �� ������� �������� �
��� 	� �� �� ����� �� 	�	����� ���������
������ ���� �
� ������� ���� ���"�� ������ �� �%������ ��
����� �� �
�
���� 	� �� ����������� ���!� �� �
� 	�����	���� ��"��� ��� ��
���
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������������ ��������� �
� ������ ��
���� 	�
������ �!��� �� ��	
 � �����
� �%������ ��� ��� 1� ������ � � ��������� ������

�������� �� ��� ������ �� 	�
���� �� ����� ��� �� ��� f ��������� �	���

�����
�� ������ ��	 ��� �������	 �� ����� ��������� 	���������� ������� ��

���������� ������

+�	� � �%������ ��� ��� 1� ������ � � ��������� ������ �
��� �
���� ��
���� ���� �� 	������ �%������ �#������ ������ �� 	� �� 	�������� 	����	��

�������� �� � ��������� �	� �� ����	���	 	����	� ��� �� �� ������� ���

������ �� Δnode ���	� 	����
 ����� ��� ������ �� ���������

����� �� DigiClockp(r) �
� ����� �� �
� ��!���� 	��	� �� ��� p �� ���� r. '�
��� �
�� �
� ������ �� � � ����������	������ �� ��� ��� 	����	� ���� �
� �����
�� �
��� DigiClock �� �����	���

�������� �� ��� ������������
 �����	��������� �	�����

��� �	������ �������
 ��� �� ��������� ������ ������ ��� ������ ������� �

����������	������ ����� �  ���� �����

����!	�� !� �� ���� r ��� ������ �� �� � ����������	������ ���� �� ����� r′,
r′ ≥ r,

"� ��� ������ �� �� � ����������	������ �� ���� r′# ��	
$� DigiClock(r′) = (DigiClock(r)+r′−r) �	 overlap, � �� ���� ������ �	��

���� �
�� �
� ��!����
� #��������� n, f, �� "��� �� �
� ���?� �� ��� 1(��
	������ �� �
�� 	�������� #��� �� �
� �	����#����� 	����	� 	���� �
�� "�
������ �
�� �%������ ���� �� �� 
��� ��������� ������ �� �
��� 	�������

��� ��� "�������� �������!� #	������

,�� ��!���� 	��	� ��	
�������� ��!����
� �������� � ��������� 	������ #����%
	�� �� � ���%������� '� "��� ����� �
�� #����	�� �� BC. '� ������� �
� ��!����
	������� �� ������� ���� BC, � ������� �� �� ��������� �����������
�
�� ��� � BC �
� �����"�! 
����@

4� �!������@ ��� �%������ ���� �������� BC "��
 �
� ���� ���#�� ������
5� A�������@ $� ��� �%������ ���� 
��� �
� ���� ������ ����� v, �
� �
� ���#��

����� �� ��� �%������ ���� �� v.
;� ���������@ ��� �%������ ���� �������� BC "��
� Δ ������
:� +���������� $� �
� �%������ ���� �!��� � � ����� v, ��	
 �
�� v �=⊥ -"
���

⊥ ������ � �%�����.� �
� �
��� ��� �� ����� n − 2 · f �%������ ����
"��
 ������ ����� v.

� ��� ������ ���� �� Δnode 
� ��� ������� ���� �
�� �� ��:��� ����%
� #������$ 
� ��� ��� ����� �� ��� ��
��� DigiClock. 0�� ��
�
��� �� DigiClock


� ��� ���� �� ��� ���� �� ������ �� �� (mod overlap).
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%����� "� ���� �
�� ��� n > 4f �
� )����������* ���������� ��#���� �
�� �� �
�
��������� 	������ �� ������� "��
 �� ���� n

2 �%������ ���� "��
 �
� ����
������ �
� ��� �%������ ���� �������� "��
 �
� ����� ⊥ .

�� "� 	������� ������ ��	� BC �������� �
� ���� �� ������ � 	�������
����� �
���!
��� �
� #����	��� � �%������ ��� �
�� 
�� ��	���� ��	������
���� � ������� ����� 	��� �� 	�������� 	����	�� $ �
� 	���(� �� �
�� #�#���
� �%������ ��� �� 	�������� ������ �	� �� ������ �%������ ��� �� �����
Δnode = Δ + 1 �� �� ��! �� �� 	������ �� �� �%�������

$ �##���( � "� ���	��� 
�" ��#�	�� ��	
����� ��������� 	������ #��%
��	��� 	� �� ���� �� ��	
 � BC #����	��� �
� �#�	�1	 �(��#��� "� ���	��� 
���
�"� ����� ���##�! ��������@ 0����� ��������� �� �	
����� "��
� 2f + 4 �� ���
������ $� �
� ����� �� �	���� ��������� ���� �� f ′ ≤ f �
� ��������� ��
"��
� 2f ′+6 ������ +�	��� �� ��� �%������ ���� 
��� �
� ���� ������ ������
�
� ��������� �� "��
� : ������

�
� ������ Δ ������ �
� ���� � �
� ����� �� ����� �� ����� BC ��
�������� �� ��� 	����	� ����� �
�� ��� �� BC 
�� ���� ����� ���##�! �������� "�
����� "��� ���� Δ ����� #���� �
�� ���� �
�� �
� ����� ���##�! ��� ��#����
�
� �����!� 	��#��(���� ��� �� �
� ���� 	��#��(���� /� ���! �
� #����	��� �
�##���( �� "� 	� ��� Δ := 2f + 4 ������

� �
�
��� ���	� ���	����
���
�� �����
���

�
� �����"�! ��!���� 	��	� ��	
�������� ��!����
� ��������� �# �� f < n
4

	�	����� ��������� ������� '� ���!�� ��� �
� ��!���� 	��	�� �� �� �	�������
�� )4* ����� ���� �� "� ���!�� �� �	
����! ��	
�������� �� �
��� ��!����
	��	���

��� $��!����� %�	 ��� &���	����

�
� ���� ��
�� ��� ��!����
� �� �
�� ��	
 ��� ��� ��� �����������
��������� 	������ #����	���� $ ��	
 ���� �� �
� ��!����
� �� �(�	���� �
��!�� ���� � ��	
 �� �
� ��������� 	������ #����	���� ��� ��	
 ���������

	������ #����	�� ����	� �� �(�	���� "��
 � ��B���� ���� ������ �
�� ���
�� BC ����� Δ ����� �� ��������� �
� �
� ��� ��� Δ 	�	����� ����	��
�� ��� "
���� ��� �
� 1��� �� �� �(�	���� �
� 1��� ����� ��� �
� ��	�� �� �(�%
	���� �
� ��	�� ����� �� � !����� ��� �
� ith BC #����	�� �� �(�	���� �
� ith

����� '� ���( � BC #����	�� �� �
� ����� �� ����� #����� ���� ��� ���%
	����� '
� �
� Δth BC #����	�� �� 	��#������ � �" ����	� �� BC #����	��
�� ��������� �
�� ��	
����� �� �(�	���! 	�	������� Δ BC #����	���� ����"�
�
� �%������ ���� �� �!��� � �
� 	��	� ������ �� �� Δ ����� �!�� �
� ����
��� �
� 	������	� �� �
��� ������ �� �� Δ ����� �!� �� �
� �(	
�!� �� �
���
	����� ������ �� )���* �
� ������ 	��	� �������

��� #	�������	���

C��� � ��������� 	������ #����	�� BC, ��	
 ��� ������� �
� �����"�!
��������� �� ���� ����	�����@
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0�	��
��� 	
�
����������������� 	
 ������� �� ���� ���� 
	

5% ��� ��� i ∈ {1, .., Δ} ��

�&����� ��� ith ����� �� ��� Agree[i] 1� ��������<
9% ���� ���� �� DigiClock �� �� ����� �� ����� ��� ����
��� ����"� �� �����

����� 
� ClockV ec<
3% ��� ��� ������
�	=

)* v=> ��� 	���� ���� �� Agree[Δ]<
)�* DigiClockmost=> ��� ���� ����
�	 � ���� �n

2
�+ 1 �
��� 
� ClockV ec,

�� ? ������
��<
;% )* 
� (v = 0) �� (v = vprev + 1) ����

DigiClock := DigiClockmost + 1 (mod overlap)<
)�* ����

DigiClock := 0<
4% ��� ��� i ∈ {2, ..., Δ} ��

Agree[i] := Agree[i − 1]<
7% 
�
�
�
!� Agree[1] �� 
���"
�	 BC(DigiClock).
@% vprev := v%

�
�� �� ��� �
	
�� ����" ��������
!�
�� �	��
���

4� DigiClock 
���� �
� ���� 	����� ����� �� �
� ����
5� ClockV ec 
���� � ��	��� 	�����! �
� ����� �� DigiClock ��	
 ��� ���

� �
� 	����� �����
;� DigiClockmost 
���� �
� ����� �
�� �##���� �� ����� n

2 +1 ����� � ClockV ec,
�� �� �(�����

:� Agree[i] �� �
� ������ �#�	� �� �
� ith ����	� �� BC #����	�� -�
� ��
���������� i ����� �!�.�

>� v 
���� �
� �!���� ����� �� �
� 	������� ��������! BC.
=� vprev 
���� �
� ����� �� v �� ���� �!��

���� �
�� ��� �
� ��������� ��� ����� �� ��	��#���� #������	����� �� ��� ��
� ��� ��!�� "��
 ��������� ������ � ��� ���������� �� "��� �	����� 	�������
������� �
� 	������	� �� �
� �������� ������ ���� ��� BC ��� ���� 	��� ��
"��
� �
�� #����	���

0�!��� 4 #������ �
� ��!���� 	��	� ��	
�������� ��!����
��

%����� $� �
� ����� ����"� ��� ��� �� �����!� �� �� ��� ���� ��� p �� p′

"��
� �� ���� -���"�� �"� 	���	����� �����.� �
� ��!���� 	��	� ��	
��%
������ ��!����
� � 0�!��� 4 �������� ����! �"� ���� �� �����!�� � ��	

����� ,������ �
�� �
� ��� �� �����!�� ��� � +��# 5 �� �� ��#���� � �
�
�#������� ����! #��	� � +��# 4� �
�������� ��� �����!�� ��� �� �
� ��!����
�
����! ��	
 ���� 	� �� ��� ��!
� ����� �
� ���� �� "��� ������ �� #��	�����
������ �
� �(� ����� �����! �
� �����?� �����#�����

���� �
�� � )���#���* �������� ��	
 �� ���! 	������ � �
� #�������
DigiClock, ����! �� �� Δ + 1 �� �����! �� �� �
� 	����� DigiClock "����
�� "���� ��	���� ��� ���� �#�	�1	 ������ ������ �� DigiClock �
� ���������

���� 	� 	���� �
� �%������ ���� �� !�� )���	�* � � �1��� ���# �� �����%
���! �������
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� ������ ��� ������

��� �
� �������� �
������� 	���������� �� ��1����� 
��� ��� �� ��! �� �
�
������ �� 	�
����� '� ������ �
�� ��� ���� ��� ����� � � ��������� ������
�� �
�� ���� ���� ���� �� � ���� �
� f �� �
�� ��� ���������. '� "���
����� �� G � !���# �� ���� �
�� ��
��� �		����! �� �
� ��!����
�� �� �
��
��� �� �����	� �� -��� ���� #��%�#�	�1�� ����� �� �����. �� �" �������
������� $�� |G| ≥ n − f �� ����� �%������ ��� � ��! ���!
 #����� �� ����
-Ω(Δ) !����� �����.� �
� �
� ������ "��� 	����!��

0�� ���#�����! �
� �������� �
� #���� ������ �� ���� )�(�����* ���� ��%
���� �
� ���� �� �� ������ ��� �� �� ��� ���� ��� �
� #������

�������� '� &� ��� ���� ��� ������ �� ����-α, σ.� σ > α, �� ����� �� � ���

G� |G| = n − f, � �	�� ���� ��� ��������� 	����
 ��� ���	� �� ��� ��������

[α, σ − 1].

�
� ������ ����-α, σ ≥ β. ������ �
�� ����-α, σ. �� σ ≥ β. +#�	�1	�����
�
� ������ ��#���� �
�� �
� ������ "�� 	��� ��� �� ����� β ������ ����	� �
��
��� ���� � G ��� 	�������� 	����	� "
� �
� ������ �� ����-α, σ ≥ Δ.�

���� �
�� � ��#�	�� ����%���������! ��!����
�� �� �� ������� �
�� ���������
��� ���� ��
��� 	����	���� �� �
������� �
��� �� � ��� �� ��1� ����-.� $
��� 	���(�� ��	� ���� ���� ��� ���� ��
��� 	����	���� �� ����������� ����
���� ��� ��	���� �� ���� ��� ���� "� ��� � ��7	����� ���!� ������ �� �
�
���� �� ��
��� 	����	��� ��� ��7	����� ��! ���� � ����� ��� �
� ������ ��
	����!��

$ �
� �����"�! �������� G ������ �� �
� ��� ��#���� �� ����-α, σ.� "��
���
�����! �� �#�	�1	�����

(���� �� !� ��� ������ �� ����-α, σ ≥ Δ + 1.� ���� �� ��� ���	 β, β ∈
[α + Δ + 1, σ], ��� �	�� �� G ���� �	������� v ������ ����� �'������
 ���� $ �

(�
�����������)�������.

*��� $����#�	���� �� �
� ������ ������ �� �
� ���� � G �� �
� ��!��! ��
���� α -"
�	
 �� ����� �
� ���� ������� ����� � G �		�����.� �
� ����� ��	�����
���� �
� !����� ���� ������ "��� 	���� ��� ���� � G �� #������ �
� ���#� �
��	
���� /� �
� �� �� ���� α, ��� ���� � G ����� BC #����	�� Agree[1].

���� �
�� �� ��	
 ���� ���
�� BC #����	�� "��� �� ���������� �� ����� Δ
����� ���� ��� ������������ ��	
 ��	
 #����	�� ������ �
� ���� ����� �� ���
���� � G, ��	� ��� �� �
�� ��� �%������ �� �����" �
� #����	��� ��	�� �����
Δ + 1 ������ �
� ������ ��� ���� � G ��	���� �� ���#��� �� BC #����	��� ���
�����	��� �
������� v �� �����	�� �� ��� g ∈ G, ����� �(�	���! +��# 5 �� �
��
�����

+�	� �
�� 	���� ��#��� ��� � �
� ���� Δ+1 ����� ���! )	���*� �
� 	����
"��� 	����� �� 
��� �� ��! �� � ��� � G �(#����	�� � ������� ������ �
���
�
�� 
���� ��� �� ���� β, α + Δ ≤ β ≤ σ. ��
(���� �� !� ��� ������ �� ����-α, σ ≥ Δ + 2.� ���� �� ��� ���	 β ∈
[α + Δ + 1, σ], ������ ��� �	�� �� G ������ ���� +��� � ��� � ���� ������

���� +���
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*��� /� D���� 4� ����� �
� 	��#����� �� +��# 5 �� ���� α+Δ+1 �
� �����
�� v �� �
� ���� �� ��� ���� �� G, 
�	� ����� � ��������� ���� �
� �����
�� vprev �� �
� ���� �� ��� ���� �� G. +�	� �
� ��	���� "
��
�� �� #������
+��# :�� �� +��# :�� ��#��� ��� � �
� ������ �� v, �� vprev, ��� ���� � G
#������ �
� ���� ��� -���
�� :�� �� :��.� 2�������� ��	���� �
�� 	���� ��#���
� �
� ���� Δ + 2 ����� ���! )	���*� �
� 	���� "��� 	����� �� 
��� �� ��! ��
� ��� � G �� �����	� �� � ������ ��

����� Δ1 := Δ + 2. ��� �
� �����"�! ������� "��� ������ �
� ������ ��
����-α, β.� ��� ����� β ≥ Δ1. �
�������� � ��� �
� �����"�! �������� "�
"��� ������ �
�� � ��	
 ���� β, ��� ���� � G #������ �
� ���� +��# :�(
-�		����! �� D���� 5.�

(���� �� !� ��� ������ �� ����-α, σ ≥ Δ1.� ��	 �� �� ��� ��	 � ��� β ≥
α +Δ1 − 1, ��� �	�� �� G ���� ��� ���� ����� � DigiClock, ���� �� ��� ��	 �

��� β′, β ≤ β′ ≤ σ, ���� ���� ���� ��� ���� ����� � DigiClock.

*��� +�	� "� 	������ ��� β ≥ α + Δ1 − 1, �� D���� 5 ��� ���� � G
#������ �
� ���� +��# :�(� 0�� ���� β′ = β +1, �
� ����� �� DigiClock 	� ��
	
�!�� �� D��� :�� �� :��� $� �� "�� 	
�!�� �� :�� �
� ��� ���� � G 
��� �
�
����� 9 ��� DigiClock. $� �� "�� 	
�!�� �� +��# :��� �
� ��	���� "� ������
�
�� �� ���� β ��� ���� � G 
��� �
� ���� DigiClock ������ �� ��	����
|G| = n− f ≥ 	n

2 + 1
, �
� ����� �� DigiClockmost 	��#���� �� ���� β′ �� �
�
���� ��� ��� ���� � G, �� �
�������� �(�	���! +��# :�� "��� #����	� �
� ����
����� ��� DigiClock � ���� β′ ��� ��� ���� � G.

/� ���	���� ��� �� β ≤ β′ ≤ σ, ��� ���� � G 	����� �� �!��� � �
�
����� �� DigiClock. ��

����� Δ2 := Δ1 + Δ + 1. ��� �
� �����"�! ������� "��� ������ �
� ������ ��
����-α, σ.� ��� σ ≥ Δ2.

(���� '� !� ��� ������ �� ����-α, σ ≥ Δ2.� ���� �� ��� ��	 � ��� ���	

β, β ∈ [α + Δ2 − 1, σ], ��� ����� � DigiClock �� ��� �	�� �� G �� ��� �����

*��� ������� �� ���� β′ ∈ [α + Δ1 − 1, α + Δ1 + Δ − 1]. $� �� �
� ��
�� β′ ��� ���� � G 
��� �
� ���� DigiClock ������ �
� ���� D���� ; �
��
	������ 
���� ��� �� β, β ∈ [α + Δ2 − 1, σ]. ��	�� "� ��� ���� �� 	������
�
� 	��� "
��� �� �
� �� �� �� ��	
 β′ �� ��� �
� ���� � G 
��� �
� ����
����� �� DigiClock. �
�� ��#���� �
�� +��# :�� "�� �� �(�	���� � �� ��	

���� β′. ����� �� +��# :�� "�� �(�	���� ����! �� ��	
 ���� β′, �� �
���
"�� ���� DigiClock ����� �
�� "�� �
� ���� �� ���� �
� n

2 ���� � G, �
�
����� �
� �(�	���� �� +��# :��� ��� ���� "���� 
��� 
�� �
� ���� DigiClock
������ ��	�� "� ������ �
�� ��� ��� β′, ��� +��# :�� "�� �(�	����� �� �
�� �
���� �
� n

2 ���� G 
�� �
� ���� DigiClock ������
������� ���� β′′ = α + Δ1 +Δ. �
� ����� ��!���� ��#���� �
�� �� ����

β′′ −Δ, +��# :�� "�� �(�	����� �� �
��� "��� � ���� �
� n
2 ���� � G "��


�
� ���� DigiClock ������ +�	� n
2 < n − 2 · f, �
� )����������* ���������� ��
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BC ��#���� �
�� �
� ����� ������ ��� v �� ���� β′′ �� ⊥ . ��	�� �� ���� β′′

+��# :�� "���� �� �(�	�����
�
�������� ����! �� �� �
� ����� β ∈ [α + Δ1 − 1, α + Δ1 + Δ], ��� �
�

���� � G 
��� �
� ���� ����� �� DigiClock, �� ���� D���� ; �
�� 	������

���� ��� ��� ������ ���� σ. ��
%����� ,� �
� ���������� �
�� f < n

4 ����� ���� �
� #���� ������ �
�� ��
��	���� "� ������� �
�� n

2 < n−2·f -�� �� ���� �� ��� �
� )����������* ����������
�� BC.� '� ��� �
�� �
�� �� �
� ��� #��	� �
�� �
� ���������� f < n

4 �##�����
�� �
�� �� �� � ������� ��� ������ ������	
 "
��
�� �
�� 	� �� ��#����� �� �
�
��" ��"�� ���� �� f < n

3 .

��	����	� �� !� ��� ������ �� ����-α, σ ≥ Δ2.� ���� �� ����� ���	 β, β ∈
[α + Δ2 − 1, σ − 1], �� � ��� ������
 ��	����� ��	�-

"� ��� ����� � DigiClock �� ��� ��	 � ���	 β + 1 �� ./0 �� ��� �	�� �� G.
$� ��� ����� � DigiClock �� ��� ��	 � ���	 β + 1 �� �	������� �� ��� �	��

�� G ��	 �� �� ��� ����� � DigiClock �� ��� ��	 � ���	 β ���� ."0�

(���� )� !� ��� ������ �� ����-α, σ ≥ Δ2 + Δ.� ���� �� ����� ���	 β ∈
[α + Δ2 + Δ − 1, σ], ���� +�� �� �� �'�����	�

*��� /� ��������� 4� ��� ��� ����� β, β ∈ [α + Δ2 − 1, σ − 1] �� �� �
� �"�
	������� �� �
� DigiClock ������ 
����� ��� �� �
� )��������* #��#���� �� BC,
����� Δ ������ �
� ����� ������ ��� v �� �
� ���� DigiClock ����� �
�� "�� ��
�
� ���� � G, Δ ����� �!�� �
�������� ����� Δ ������ �
� ����� 	�������

��� � �
� ����� �� v, vprev. ��	�� ��� �� ���� β, β ∈ [α+Δ2 +Δ−1, σ] ��
�� �
� 	������� 
���� � v, vprev. +�	� ��� ���
 �� �
��� 	�������� +��# :��
�� �(�	����� +��# :�� �� ���� �(�	���� ��� ��	
 � ���� β. ��
��	����	� �� !� ��� ������ �� ����-α, σ ≥ Δ2 + Δ.� ���� �� ����� ���	

β, β ∈ [α + Δ2 + Δ − 1, σ], �� ��	� ���� ��� �	�� �� G �
��� � ��� ����� �

DigiClock ��	 �������� �� �� ."0 �� ��� ��	 � ���� ���	�

��������� 5 ��#����� � � ����� �
� 	����!�	� �� 	������ #��#������ �� ��!�%
���
� ��!����%++/��%���	�+�	.

����	�� �� 1�� �� ��������� ������ ��� ��� ������ ����� ������� ��	 �����

��� n − f ������ �	�� ���� ��� ��������� �� 3Δ + 3 ���	�� ���

(�
�����������)�������������� �����
�� � � ����������	������� 2������

�� ��
 �� ����� ��� �� ����� n − f ������ �	�� �� ���� ���	 ��� ������ ����

���� ��� ��	��

*��� �
� 	������� �� �
� �
����� ��#���� �
�� �
� ������ �����1��
����-α, σ ≥ Δ2 + Δ.� ������� �
� ������ �� �
� �� �� ���� Δ2 + Δ ��
����� �� Ḡ � ��� �� n − f 	����	� ���� ��#���� �� ����-α, σ ≥ Δ2 + Δ.�
������� ��� �
� Δ ����	�� �� BC � �
��� ������� ����� �� BCi �
� ����	�
�� BC ���������� i -0 ≤ i ≤ Δ−1. ����� �!�� /� D���� >� +��# :�� �� �� !��!
�� �� �(�	���� -�� �
� ���� � Ḡ "��� 	����� �� �� �%������.� �
�������� ��
�
� �� �� �
� 	����� �����
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4� �
� ��� �� �#��� �� ��	
 BCi 	������ �� ����� 	n
2 
+1 �����	�� ������ ����

�%������ ����� "
� �� "�� ���������� -����� �
�� ����� Ii. 
5� ��� ����� i� 0 ≤ i ≤ Δ − 1, ���
�� Ii = Ii+1 �� Ii = 0;
;� I0 �� �
� ����� �
�� �� ����� 	n

2 
+ 1 �%������ 
��� � �
��� ��!����	��� �
�
�� �� �
� 	����� �����

�
� 1��� #��#���� 
���� ��	���� ��
��"���� �� �
� )����������* #��#���� �� BC�
�
� �!������ � �
�� BC "��� �� � ⊥ �� +��# :�� "��� �� �(�	����� �
� ��	��
#��#���� 
���� ��	���� ��
��"��� +��# :�� "��� �� �(�	����� �
� �
��� #��#����

���� ��	� �
�� �� �
� ����� �
�� ���������� �
� ���� BC "��
�

,������� �
�� ��	
 BCi "��� �������� � Δ− i ����� "��
 � 	������ �!���%
��� � Ii, �� ��! �� �
��� ��� n − f �%������ ���� �
�� "��� �%������
�
���!
��� ��� Δ ����� �� �(�	����� �
��� ���� ��	
 � 	������� ��� �
��
�� 
�##� ���� ���� ���� Ḡ ��� ���� �� ����� �
� �!������ "��� �� ���	
���
�
�������� ��������� 5 
���� ��� ��	
 ��� �
�� ��	���� 	����	�� ����� "�� �%
������ ��� Δ ������ ��	���� �� "��� 	��#��� �
� ���� ������ �� ��� �
� �������
	����	� �����

/� � ���#�� ���	��� "� 	� #���� �
�� �
� �
��� #��#������ ����� "��� 
���
� �� ������ ����� �� ��! �� ��� ��	
 BC �
��� ��� n−f �%������ ���� �
��
�(�	���� ���

�
��� �
� �
��� #��#������ ��#�� �
�� �
� ����	 	���� � ��������� 5 "��� 	�%
���� �� 
���� "
�	
 	��#����� �
� #���� �� �
� 	����!�	� �� 	������ #��#��%
���� �� �
� ������� ��
���� �
�� �� �
� ������ �� ������ �� �
� �	���� ����� �� ��������� ������ f ′

�� ���� �
� f, �
� �
����� 4 ��#���� �
�� �� �%������ ��� �
�� �� �� �
G -�
��� ��� � ���� �
� f − f ′ ��	
 ����. ��	
������ "��
 �
� DigiClock
����� �� ���� � G ����� �� ���� Δ !����� ����� ���� ��� ���� ������� ������

 ���!�"
�� ������
�

�
� 	��	� ��	
�������� ��!����
� #������� ����� 	����!�� � 3 · Δ + 3
������ �
�� ��� �� 	����!�� � Ω(f) ����� -��	� Δ = 2 · f + 4 ��� ��� BC ��
	
��	�.�

,	� �
� ������ 	����!��� �� �
��� ��� �� ����� |G| = n − f 	����	� �����
BC #����	�� "��� ���# �(�	���! ����� : ����� ��� ��� ���� � G -��� �� �
� �����
���##�! ������� �� BC "� ���.� ����! ��	
 ���� �� BC, �
��� ��� n2 �����!��
�(	
�!��� ���� �
�� "� �(�	��� Δ 	�	����� BC #����	��� 
�	�� ���� � #�����
�� Δ ������ Δ · 4 · n2 �����!��� �
�������� �
� ��������� �����!� 	��#��(���
#�� ���� �� O(n2). ���� �
�� �
� ����� ���##�! �� BC ���� ��� ��#���� �
�
	����!�	� ����� $� ��� ��#����� �
� ��������� �����!� 	��#��(����

# �
�	���
��

& *����� %�	 +�������� �������!���,� ���
��!
 �
� 	����� "��� �� #��%
����� �� � ��!���� 	��	� ��	
�������� ��!����
�� �� �	������ �����	�� � ����
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!����� �	
��� ��� )������!* ��������� 	������ ����	��� "
�	
 ����"� ���
�%������ ���� �� 
��� � !����� )��#�
��* �� �
� ����� �
�� "�� ������� �����
�!�� �
�� ��	
���� �� ����%���������! �� ��������� �
� #������ #����	� ��
��������� ����� �
�� ��	
���� ������ �
�� ��� �%������ ���� ��	��� �
�
��� �(� ���# �� �
� �(� ����� ����� � �
� ���� ����������

,�� ���!� �� 	������ #������� �!������ � � !����� )��#�
��* �� ����
!����� ������ /� ��#��	�! ��	
 ��������� 	������ "��
 n ��������� �!���%
����� �
�� ��	
���� 	� #������ � !����� )��#�
��* �� �
� ������ �� ��� �
�
���� ������� ����� �!�� �
�� ��� ������ �� �!����! � � ��!�� ����� ���
�
� ����� ������� "� "���� �!��� � �
� ��	�� ����� �� ��	
 ���� ����� ����
�
� �!������ ����	�� �������� �
� ���� ��� �������� � #����	��� �
�� 	�
�������� "
��
�� �
� #��� !����� ����� "�� ��!��� �
� ���� ��� �
� ��	���
"
��
�� �� ����� �
� �%���������! ��!����
� �		����!���

�
� �(� �����	��� �#�	�1�� ���� ��������� ������� "
�	
 	� �� �	
�����
���! �
�� �	
����

&��������� ���!���� �
� ��!���� 	��	� ��	
�������� ��!����
� #�������

��� 	� �� ���	��� ���������� ��� � ���� 	��	������ #����	�� � "
�	
 �
�
���� �� 
��� � ��� �� �� ��� ��� �� #��%��������� ����� �� ����� ��
� � #��%��������� ������ �
� #��%��������� ��������� ��� #��� �� �
� ��������
�	����#����� 	���� ��!� �� �
� ���� �
���� �� #����� ����� k ������ �
� ���
pi, i = 1 + DigiClock

k ��� n 
���� �
� ���� ����! ����� [k · (i − 1) + 1, k · i].
+��������� �� 	� ���� #����	� ��	
������ #����� "
�	
 	� �
� �� ���� ��
#����	� �
� ����%���������! 	�����#��� �� !����� ��������� #����	��� �� ���!
�
� �	
��� � 3;6� �
��� #����� 	� �� #����	�� �� �����! overlap �� �� �
�
#���� 	�	�� �������� �� �����! � #���� ��	
 ���� DigiClock = 0.

������� ����
  �� ����
 *����	���������� $ �
� ���	����� ��!����
�� �
�
�%������ ���� �!��� � � 	���� ���!�� ������ "
�	
 �� ��!������ �	��%
����� �� ��� �
�� ���!�� ����� �� 	�������� )�
� ��	
������ -��!����. 	��	�
�����*� ���� �
�� 	��	� ������ ��������! ����%���� �� ����%���� ���� 	� ��
�	
����� � �"� "���� �
� 1��� ��� �� ���! �
� #������� ��!����
� �� 	��%
��� � �" ����������� #����� "��
 � ���!� ���!
 	�	��� �� ���! �
� ��!����
�
#������� � 3=6 �� ��	
����� �
� 	��	��� �
� ��	��� �� �� ������ �
� ��	��
	��	� �� ��	
 ���� �		����! �� �
� ����� �� �
� 	���� ���!�� ������ �����%
#���� �� �
� #����������� ��!�
 �� �
� ���� ��������� �
�� "��� �� ��	
 ����
�� �
� !����� ���� ������� �
� 	��	�� �� ��� �
� ���� ��� �	������� �� � ����
��������! ����%�����

-!�!	� .�	
� '� 	������ �
��� ��� #���� �� �� ��������! ��� ������ ��%
����	
�

/ �� �
� ������	� �� �
� ��!����
� �� ��#����� �� ��##��� f < n
3 ?

/ �� �
� ����� ��	
���� �� �##���� � � ���� !����� "��� �����! �� �
!����� ���������� �� ��������� ������� ��!����
�� "��
��� ���! �
� �	
���
#��#���� � 3;6� "
�	
 �������� #����� �
�� ��� ��7	����� �#�	�� �#���E

� ��
� ���� ���� ��� �� ��:��� � ��� �� ��� 
��������
��� ���� �� ��� �����%
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/ '
�� 
�##�� �� �
� !����� ����� ��� ��	����� �� �������� �
�� ��� ���� �
�
�
� �����!� ������ ���� 	���� 	��	� ������ $� �
��� � ���� ������� ��
�	
���� ��	
������ 	��	��E $� ���� 	� �� ����� �#����� #��	���� ���� �
�
	����� �������E $� �� �� �
� ��� �#��� �
� �� ��	
����� �
� 	��	��
� � ���
�� ������� �� 35�>�=6E ���� �� �(�	���! � �������! �����������
#���� #�������� "��
 #����� �
�� ��� ��� ���!
 �#��� � ����� �� �� ����
�� �������� �!������ � ���"��� $ �
�� 	���� �� �
��� �� ������!� �

���! � 	���� ����	� �� �
� 	��	� ��	�� �� �� �� ���#�� � ��#��	���� ���
�
� ��	�� ������ �� �
� ����E

$���	�

5% 0% 0���� �% 2����� �� C%D% D���� #����������� ������� ������ �� ����$� ,�����
,������
�	 E������� 5=55 5A� 5BB5%

9% 0% 2�
�� �� 2% 2����� #���������������� ��������� ���� ��������������� $� ���� 
�
�� /����� �/9??4 A;� ������� �� ��	
����
�	 �� �������� ��
����� ���
������ ��
����
�� �� ��������� 0�	��� 9??4% 0 ���
��� ����
�� ����� 
�
����=FF�&
�%��	F��F��%2�F?7?A?B9

3% 0% 2�
�� �� 2% 2����� #������������������ �� ��������� ���������$� ,���% �� ���
@�� ������
�� �� ���� ���
�
!
�	 ������� )���G?4 1������*� ��% ;A 7@� 9??4%

;% 0% 2�
�� �� 2% 2����� #���������������� ��������� ���������$� ,���% �� ������ 
:��� 0�C ������
�� �� ,�
��
���� �� 2
���
����� ������
�	 ),(2�G?7*� 2�� 
���� �������� ���� 9??7%

4% 0% 2�
��� 2% 2���� �� �% ,���� #���������������� ���� ��������������� ���
������ �� ���������� ���������  ��!����$� ,���% �� ��� 7�� ������
�� �� ���� 
���
�
!
�	 ������� )���G?3 �� -���
���*� ��% 39 ;A� 9??3%

7% 0% 2�
��� 2% 2���� �� �% ,���� #"����� #��� ��������� ����������������
$���� ���������������$� ,���% �� @�� �������
��� ���������� �� ,�
��
���� ��
2
���
����� ������� )(,(2��G?3 E C��
�
+��� -����*� 2�������� 9??3% 0
��������� ����
�� ����� 
� ����=FF�&
�%��	F��F��%2�F?7?A?B7 %

@% 2% 2����� /% /�
����"� �% /% �����	� #%&'�����( �� &������ ���� %���������($�
�� ,������
�	�� 93�� 0���� ������
�� �� -�����
��� �� �������� ��
�����
5B7 9?3� .��% 5BA9

A% �% 2����� #�������� ��� ���������� ���������������� )������ $���� ���������������
�� *������ *�����$� ������ �� /�� �
�� �������� ��% 59)5*� ��% B4 5?@� 5BB@%

B% �% 2����� �� �% E% ������ #���������������� $���� ��������������� �� ��� ��������
�� ��������� �����$� ������ �� ��� 0�C� H��% 45� ����� 4� ��% @A?  @BB� 9??;%
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