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בעיות שקולות בהן דנו:
· בעיית העץ הפורש המקסימאלי (מינימאלי).
· קבוצת עמודות בלתי תלויות בעלות משקל מקסימאלי.
· קבוצה בלתי תלויה במטרואיד בעלת משקל מקסימאלי.
למת ההחלפה הוקטורית (עבור הבעיה השנייה):

תהיינה A וB שתי קבוצות סופיות של וקטורים במרחב וקטורי V נתון גם שקבוצות AוB בלתי תלויות ליניארית. (כל אחת בפני עצמה) וכן מספר האיברים בקבוצה B גדול ממספר האיברים ב-A (|A|<|B|) אזי קיים b שייך ל-B כך שהקבוצה AU{b} בלתי תלוייה ליניארית.

הוכחה: יהי U תת המרחב הנפרש ע"י A ו W תת המרחב הנפרש ע"י B. אזי dimW=|B|>dimU=|A| ולפיכך W אינה תת קבוצה של U מצד שני אם היה מתקיים שהקבוצה B מוכלת ב-U אזי גם המרחב W כנפרש ע"י B גם היה מוכל ב-U. לכן B אינה תת קבוצה של U. לפיכך קיים איבר b שייך ל-B אבל אינו שייך ל-U. ולכן b אינו תלוי באיברי A. (כי אם b תלוי ב-A אזי b שייך לSpan (A) = U ) ולכן הקבוצה AU{b} בלתי תלוייה. מ.ש.ל.

האלגוריתם החמדן למציאת קבוצת עמודות בלתי תלוייה בעלת משקל מקסימלי במטריצה מתחיל בקבוצה ריקה ובכל שלב מוסיף לקבוצה את העמודה הכבדה ביותר שאינה תלוייה בבחירות הקודמות של האלגוריתם. כשאין כזו עוצר. הפלט הוא הקבוצה שהרכיב עד כה.
טענה: האלגוריתם מוצא קבוצה בלתי תלוייה בעלת משקל מקסימאלי. נוכיח זאת בעזרת הטענה הבאה.

טענה: תהיינה V1…Vm הבחירות של האלגוריתם החמדן. נוכיח באינדוקציה שלכל 1<=i<=m קיים פתרון אופטימלי המכיל את V1…Vi.

הוכחה: נוכיח רק נכונות מעבר האינדוקציה, מאחר והוכחת בסיס האינדוקציה דומה. 

נניח עבור i ונוכיח עבור i+1. צ"ל קיום פתרון אופטימלי המכיל את הוקטורים V1…Vi+1 ולפי הנחת האינדוקציה קיים פתרון אופטימלי המכיל את V1…Vi. (אם i=0 ההנחה תאמר שקיים פתרון אופטימלי המכיל את הקבוצה הריקה כלומר הנחה ריקה).

הפתרון האופטימאלי נראה כך: V1…Vi,Wi+1…Wt, נפריד בין שני מקרים:

T=i+1 (1) נחליף את Wi+1 ב Vi+1 ולא נפסיד כי Wi+1 אינו תלוי ב- V1…Vi אבל Vi+1 הוא הוקטור הכבד ביותר תחת האילוץ הזה ולכן מחירו של Vi+1 גדול ממחירו של Wi+1.

(2) t>i+1 נסמן A={v1…Vi,Vi+1} ואילו B={V1…Vi+1, Wi+1…Wt}
בעזרת למת ההחלפה נתחיל להעביר וקטורים מB לA. לפי הלמה קיים b  שייך ל-B בה"כ נאמר b=Wi+1 כך ש A איחוד b בלתי תלויה. נעביר אותו ל-A וקיבלנו שתי קבוצות: A={V1…Vi+1,Wi+1} וB={V1…Vi,Wi+1…Wt} נמשיך להעביר וקטורים מB לA בצורה זו כל עוד A|| < t נעצור רק כאשר |A| = t נשים לב שבשום שלב לא העברנו את אחד הוקטורים V1…Vi ולכן הצורה הסופית של A הינה A={V1,…Vi,Wi+1…Wt-1}.

נראה כי הקבוצה החדשה A נותנת פתרון אופטימאלי ואז נסיים כי A מכילה את V1…Vi+1. צ"ל כי משקל A הוא לפחות כמו משקל B. ואכן μ(A) =Σj=1..i μ(Vj) + Σk=i+1..t-1 μ(Wk) + μ(Vi+1) >= Σj=1..i μ(Vj) + Σk=i+1..t-1 μ(Wk) + μ(Wt) = μ(B)     
מ.ש.ל.

אופטימליות האלגוריתם החמדן נובעת מייד מהטענה. אמנם יהי V1…Vm הפתרון החמדני לפי הטענה קיים פתרון אופטימאלי המכיל את V1…Vm אם הפתרון האופטימאלי מכיל עוד וקטור Wאזי W אינו תלוי בV1…Vm והאלגוריתם החמדן לא היה עוצר לאחר m צעדים כי הייתה לו אפשרות להוסיף וקטור. לפיכך הפתרון האופטימאלי הנ"ל הוא V1…Vm שהוא הבחירה החמדנית. מ.ש.ל.
הגדרה: משפחה תורשתית f של תת קבוצות של {1..n} נקראת משפחת קבוצות בלתי תלויות של מטרואיד אם היא מקיימת את למת ההחלפה: אם יש שתי קבוצות A וB שייכות ל-f  ו |B|>|A| אזי קיים b שייך לB כך ש AU{b} גם היא שייכת ל-f. הקבוצות ב- f  נקראות קבוצות בלתי תלויות. 

דוגמאות:

· בהנתן גרף G=(V,E) עם n צלעות נגדיר את f להיות f={A={i1…ik}} אם"ם בצלעות ei1…eik אין מעגל. 

· תהי M={V1…Vn} קבוצה של n וקטורים במרחב וקטורי V. נגדיר{i1…ik} שייכת לf אם הוקטורים Vi1…Vik בלתי תלויים ליניארית.
· המטרואיד הטרנסוורסאלי: בהנתן n תת קבוצות B1..Bn של {1..n} נגדיר את f  באופן הבא {i1..ik} שייכת לf  אמ"ם לכל 1<=j<=k האיבר הij שייך לקבוצה אחת בלבד מתוך B1…Bn.
