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אלגוריתמי קירוב:
עד כה ראינו שיטות כלליות לפתרון בעיות אלגוריתמיות: שיטות חמדניות ודינאמיות.

השיטות הכלליות בד"כ לא עובדות ואנו נותרים עם בעיות שאיננו יודעים לפתור וחושבים שלא ניתן לפתרן בצורה טובה. אלגוריתמי קירוב הן אחת השיטות להתמודד עם בעיות אופטימיזציה קשות.

NP-קושי: מאמינים כי לא ניתן לפתור בעיות מסוג זה בצורה טובה.

בעיות אופטימיזציה:

בעיית אופטימיזציה אל מול בעיית הכרעה: למשל מהו אורך המסלול הקצר ביותר בין S  ל-T? לעומת האם יש מסלול בין שני קודקודים נתונים בגרף?

דוגמאות:

· המסלול הקצר בין שני קודקודים S ו-T בגרף נתון.

· עץ פורש מקסימאלי.
· מציאת קליקה מקסימאלית בגרף.
· צביעה של גרף במספר מינימאלי של צבעים (צביעות חוקיות: e=(x,y) צלע בגרף אזי X ו-Y ייצבעו בצבעים שונים).
שתי הבעיות האחרונות הן בעיות NP קשות. (יתר על כן בעיות קשות לקירוב)
הגדרה - בעיית אופטימיזציה: 

קלט: משפחת הפתרונות החוקיים (המותרים) ונסמנה ב-f ופונקצית מחיר q:f(R+ 

הבעייה: למצוא O שייך ל-f כך ש q(O) אופטימאלי (מקסימאלי או מינימאלי).  

הגדרה – אלגוריתם קירוב:
אלגוריתם C-קרוב (C>1) לפתרון בעיית מקסימיזציה הוא אלגוריתם שלכל קלט מחזיר פתרון חוקי O שייך ל-f כך ש q(O)>=q(OPT)/C . עבור בעיית מינימיזציה האלגוריתם יחזיר פתרון חוקי O שייך ל-f כך ש q(O)<=Cq(OPT).

הערה: אלגוריתם 1-קרוב פותר באופן מלא (לא מקורב) את הבעיה. 

בעייה: חלוקת משימות בין מכונות זהות. 
הקלט: N משימות עם זמני ריצה t1…tN ו-k מכונות לביצוע המשימות הללו.

הפלט: חלוקת המשימות למכונות.

פונקצית המחיר (האיכות) של הפתרון הוא זמן הסיום של המשימה האחרונה.
זוהי בעיית מינימיזציה – רוצים למצוא O שייך ל-f עם q(O) מינימאלי. 

דוגמא: N=4, k=2 זמני הריצה : 1,1,2/3,12  OPT=1+2/3=5/3.

אלגוריתם קירוב:

- אתחל זמני סיום של המכונות F1=F2=…=Fk=0 (Fi זמן סיום ביצוע כל המשימות של המכונה ה-i)

- עבור על המשימות j=1..N בכל שלב המשימה ה-j הולכת למכונה i עם זמן סיום Fi מינימאלי.

- עדכן את זמני הסיום בהתאם: Fi=Fi+tj.

נראה שהאלגוריתם לא נותן פתרון אופטימאלי על הדוגמא: אם נכניס אותן בסדר : 1,1/2,2/3,1 נקבל זמן סיום של 2 במקום 5/3. 
בדוגמא שלפנינו ראינו כי האלגוריתם שלנו מפסיד גורם של 6/5 מול הפתרון האופטימאלי: q(O)/q(OPT) = 6/5. ע"י בחירת זמני ריצה של המשימות 1,1/2,1/2+ ε,1 נקבל קלט בו האלגוריתם מחזיר תשובה 2 ואילו הפתרון האופטימאלי הוא 3/2+ ε המתקבל מחלוקה 1,1,1/2,1/2+ ε ז"א האלגוריתם מפסיד גורם של 2/(3/2+ ε)(4/3.

משפט: האלגוריתם שתיארנו הינו 2-מקרב לכל קלט.

הוכחה: 
· צריך לחסום מלמטה את המחיר האופטימאלי. q(OPT)>= ?
נסמן tmax להיות זמן הריצה המקסימאלי של משימה. כלומר (tmax=max{ti}(1<=i<=N אזי q(OPT)>=tmax כמו כן 1/kΣi=1..N(ti) q(OPT)>=
למה: האלגוריתם מחזיר פתרון O כך ש q(O)<=1/kΣi=1..N(ti)+tmax
מסקנה מהלמה: q(O)<=2q(OPT)
הוכחת הלמה: לפני הכנסת המשימה האחרונה זמן הסיום Fi של המכונה ה-i (מכונה עם זמן סיום מינימאלי) מקיים: Fi<=1/kΣj=1..N-1(tj).

זמן הריצה של המשימה שנוסיף קטן או שווה ל-tmax, ולכן זמן הסיום של המכונה ה-i קטן או שווה 1/kΣj=1..N-1(tj)+tmax
המשך בשיעור הבא...
